


PROBLEMA 2. 
 
a) Per la simmetria della figura,  il punto Q  di intersezione fra Γ  e 1Γ  si trova  ad una distanza dal 

diametro AB  pari alla metà del raggio. Chiamando R  la sua proiezione ortogonale sul diametro 
AB , e O  quella sul raggio CK  perpendicolare ad AB , si ha 

1
2

RQ OC= = , 1arcsin 30
2 6

RCQ π⎛ ⎞= = = °⎜ ⎟
⎝ ⎠

 e 3cos
6 2

CR OQπ
= = =  . Calcolando le aree si 

trova 1 1 1 3 3
2 2 2 2 8OCQ KOQA OQ OC A= ⋅ = ⋅ ⋅ = = , 

6KCQA π
=  

(in quanto settore circolare con angolo al centro di 60°,  
appartenente ad un cerchio di raggio 1). Quindi l’area del 
triangolo mistilineo OQC  si ricava per differenza ed è data 

da 3
6 8OQCA π

= −  e l’area richiesta è 

3 34 2
6 8 3 4richiestaA π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

b) Indicando con D  il vertice del rettangolo appartenente all’arco BK , e con E  la sua proiezione 

sul diametro AB , e ponendo CE x= , con 0 1x< < , si ha 21DE x= − . L’area del rettangolo è 

data da ( ) 22 2 1S x CE DE x x= ⋅ ⋅ = − .  

Conviene massimizzare la funzione ( ) ( ) ( )2 2 4 2 44 4 4g x S x x x x x= = − = −  la cui  derivata 

prima ( ) ( ) ( )3 2' 4 2 4 8 1 2g x x x x x= − = − si annulla per  0x =  e 

2
2

x = ± . Dallo studio del segno di ( )'g x  e tenendo conto 

delle limitazioni per x ,  si ha il massimo per 2
2

x =  con 

area 1. 

c) Per motivi geometrici, 0
2 2

x xπ π π< < ∨ < <  .  

Nel caso 0
2

x π
< <  , per i teoremi sui triangoli 

rettangoli,      sin sinPH PC x x= = ,  

cos cosCH PC x x= = , 

1 cosAH x= + ,  

quindi ( ) ( )1
1 1 1 cos sin
2 2

S x AH PH x x= ⋅ = +  e ( )2
1 1 cos sin
2 2

S x CH PH x x= ⋅ = ,  
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pertanto ( ) ( )
( )

( )1

2

1 cos sin 1 cos 1 1
cos sin cos cos

S x x x xf x
S x x x x x

+ +
= = = = + . 

Nel caso invece 
2

xπ π< <  si ottiene ( ) 1 cos
cos

xf x
x

+
= −  

d) Prescindendo dai limiti geometrici del problema, come il testo richiede, consideriamo la 

funzione ( ) 1 cos
cos

xf x
x

+
= . Essa è periodica di periodo 2π , definita se 

2
x kπ π≠ + . Restringendo 

l’analisi all’intervallo [ ]0;2π , osserviamo che ( )
2

lim
x

f x
π ±

→

= ∞m  (quindi f  ammette infiniti 

asintoti verticali di equazione 
2

x kπ π= + ). 

Conoscendo il grafico della funzione cosy x= , possiamo affermare che la funzione f  è 

positiva e crescente in ]0; [
2
π , negativa e crescente in ] ; [

2
π π , negativa e decrescente in 3] ; [

2
π π , 

positiva e decrescente in 3] ;2 [
2
π π  e ammette minimi in ( )0;2  e ( )2 ;2π  e massimo in ( );0π . 

Segue la rappresentazione grafica. 

Si precisa che ( ) sec 1f x x= + . 

 
Con ragionamento analogo al precedente si può ottenere il grafico della funzione nel secondo caso.  
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